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Дәрiстiң мақсаты – Дербес туындылы дифференциалдық теңдеу үшiн қойылған Гурса есебiн си-

паттауыштар әдiсi арқылы шешу

Негiзгi сұрақтар:

1. Дербес туындылы дифференциалдық теңдеу үшiн қойылған Гурса есебiнiң қойылымы

2. Дербес туындылы дифференциалдық теңдеу үшiн қойылған Гурса есебiн сипаттауыштар әдiсi

бойынша шешу

Дербес туындылы дифференциалдық теңдеу үшiн Гурса есебi.

Сипаттауыштар әдiсi

1. Кiрiспе

Дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер (ДТДТ) — физика мен инженерияда жиi кездесетiн

математикалық модельдер. Гурса есебi — бiр өлшемдi немесе бiрнеше өлшемдi ДТДТ үшiн бастапқы

шекаралық есеп. Бұл дәрiсте бiз сипаттауыштар әдiсiн қолдану арқылы Гурса есебiн шешудi қарас-

тырамыз.

Гурса есебi

(3.1.1) теңдеу гиперболалық типтi теңдеу болғандықтан, алдыңғы бөлiмдерде көрсетiлгендей оны

Lu ≡ ∂2u

∂x∂y
+ a(x, y)

∂u

∂x
+ b(x, y)

∂u

∂y
+ c(x, y)u = f(x, y) (3.1.3)

түрге (канондық түрге) келтiруге болады. Бұл (3.1.3)–теңдеудiң сипаттаушы теңдеуi

dx · dy = 0
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болғандықтан, оның сипаттаушылары координат осьтерiне параллель болатын

x = const, y = const

түзулерi болады.

Гурса есебiнiң қойылымы. Ω облысында (3.1.3) теңдеудiң x = x0, y = y0 сипаттаушыларының

бойында 
u(x, y0) = φ(x), a ≤ x ≤ b,

u(x0, y) = ψ(y), c ≤ y ≤ d,

u(x0, y0) = φ(x0) = ψ(y0)

(3.1.4)

шарттарын қанағаттандыратын u(x, y) ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) функциясын анықтау керек. Мұнда

a(x, y), b(x, y), c(x, y), f(x, y) ∈ C(Ω) және Ω = [x0, a]× [y0, b].

Теорема 3.1.2. Егер (3.1.3) теңдеудiң коэффициенттерi және φ(x), ψ(y) функциялары жеткiлiктi тегiс

және u(x0, y0) шартын орындаса, (3.1.3)–(3.1.4) Гурса есебiнiң шешiмi бар және жалғыз болады.

1 Гурса есебi: жалпы сипаттама

Бiрiншi реттi ДТДТ:

a(x, t)
∂u

∂x
+ b(x, t)

∂u

∂t
= c(x, t, u), (x, t) ∈ Ω ⊂ R2,

мұндағы u(x, t) — белгiсiз функция.

Гурса есебi бiр қисық бойындағы бастапқы шартпен берiледi:

u|Γ = ϕ(s), Γ : x = x0(s), t = t0(s), s ∈ I,

мұндағы Γ — бастапқы қисық, ϕ(s) — берiлген функция. Мақсат: u(x, t)-тi Ω аймағында табу.

2 Сипаттауыштар әдiсi

Сипаттауыштар әдiсi — бiрiншi реттi ДТДТ шешудiң классикалық тәсiлi. Идея: теңдеудi қарапайым

ЖДТ-ге айналдыру үшiн қисықтар бойымен өту.
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2.1 Сипаттауыштар анықтамасы

Берiлген теңдеудi жазамыз:

a(x, t)ux + b(x, t)ut = c(x, t, u).

Сипаттауыштар қисықтары (x(s), t(s)), s — параметр, келесi жүйемен анықталады:

dx

ds
= a(x, t),

dt

ds
= b(x, t),

du

ds
= c(x, t, u).

Бастапқы шарттар:

x(0) = x0(s), t(0) = t0(s), u(0) = ϕ(s).

2.2 Жалпы шешiм қадамдары

1. Сипаттауыштар жүйесiн құру:
dx

ds
= a(x, t),

dt

ds
= b(x, t),

du

ds
= c(x, t, u).

2. Сипаттауыштарды интегралдау арқылы x(s) және t(s) функцияларын табу.

3. u(s)-тi интегралдау:
du

ds
= c(x(s), t(s), u(s)).

4. Шешiмдi керi ауыстыру: s 7→ (x, t) арқылы u(x, t) табу.

3 Мысал: тұрақты коэффициенттер жағдайы

Теңдеу:

ut + aux = 0, a = const, x > 0, t > 0,

бастапқы шарт: u(x, 0) = ϕ(x).

3.1 Сипаттауыштар

Сипаттауыштар теңдеуi:
dx

dt
= a ⇒ x = x0 + at.

Сипаттауыш бойындағы u:
du

dt
= 0 ⇒ u = const.
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3.2 Шешiм

Бастапқы шартқа сәйкес:

u(x, t) = ϕ(x− at).

4 5. Қорытынды

• Сипаттауыштар әдiсi — бiрiншi реттi ДТДТ және Гурса есебi үшiн негiзгi аналитикалық әдiс;

• Бастапқы қисық бойында теңдеудi қарапайым ОДЖ-ға айналдыру арқылы шешу мүмкiндiгi;

• Мысалда көрсетiлгендей, тұрақты коэффициенттер үшiн шешiм u(x, t) = ϕ(x− at) түрiнде оңай

табылады.

Мысал. Гурса есебiн шешiңiз:

2uxy − 2uyy + ux + uy = 0, y > |x|, u|y=x = 1, u|y=−x = (x+ 1)ex.

Шешуi. Теңдеудi канондық түрге келтiрейiк. Сипаттаушы теңдеуi

2(dy)2 − 2(dx)2 = 0

болғандықтан

dy = ±dx ⇒ y = x+ c1, y = −x+ c2.

Олай болса,

ξ = y − x, η = y + x

белгiлеуiн енгiзiп, теңдеудi жаңа айнымалылар бойынша жазсақ

uξη −
1

4
uξ = 0

теңдеуiн аламыз. Бұл теңдеудiң жалпы шешiмi

u(ξ, η) = e
1
4ηφ(ξ) + ψ(η).

Демек, берiлген теңдеудiң жалпы шешiмi

u(x, y) = e
1
4 (y−x)φ(y + x) + ψ(y − x). (3.1.5)
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Бұған есептiң берiлген шарттарын қолданайық. φ және ψ функцияларын анықтаймыз:
u(x, y) = φ(2x) + ψ(0) = 1,

u(x,−x) = e
1
2xφ(0) + ψ(−2x) = (x+ 1)ex.

Бiрiншi теңдеуден

φ(2x) = 1− ψ(0) (3.1.6)

немесе

φ(x) = 1− ψ(0).

Екiншi теңдеуден

ψ(−2x) = (x+ 1)ex − e−
x
2 φ(0).

Бұған (3.1.6) теңдiгiн қолдансақ

ψ(−2x) = (x+ 1)ex − e−
x
2 (1− ψ(0)),

немесе

ψ(x) =
(
1− x

2

)
e−

x
4 − e

x
4 (1− ψ(0)). (3.1.7)

теңдеуiн аламыз. Бұл (3.1.6) және (3.1.7) функцияларды (3.1.5)-ке қойып, Гурса есебiнiң шешiмiн та-

бамыз:
u(x, y) = e

1
4 (y−x)φ(y + x) + ψ(y − x)

= e
1
4 (y−x) [1− ψ(0)] +

(
1− y − x

2

)
e−

1
4 (y−x) − e

1
4 (y−x)(1− ψ(0)).

Осыдан

u(x, y) =
1

2
(2 + x− y) e

x−y
2 .

Жауабы:

u(x, y) =
1

2
(2 + x− y)e

x−y
2 .

5 Әдебиеттер тiзiмi

Студенттерге қосымша әрi толыққанды мәлiметтер алу үшiн [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7] әдебиеттер

ұсынылады.
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